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RESUMEN 

La finalidad de este trabajo de titulación consistió en identificar la mejor 
alternativa de representación cromosómica que lograse mejorar el rendimiento 
en términos multiobjetivo de un algoritmo genético conocido como NSGA-II, el 
cual fue utilizado a la vez para abordar el problema del árbol de expansión 
mínima en su versión multiobjetivo. Esta identificación se logró a través de la 
evaluación exhaustiva de tres distintos tipos de representación cromosómica: 
Prüfer number, link and node biased encoding (LNB), y edge-set encoding. En 
unión a ello, se emplearon métodos de investigación científica (bibliográfico y 
analítico) para la búsqueda, interpretación y análisis de la información y de los 
resultados obtenidos en cada ejecución. Se empleó el software RStudio para la 
codificación y posterior ejecución de las representaciones, mismas que fueron 
aplicadas al NSGA-II junto con sus operadores evolutivos respectivos. En la 
realización de los experimentos computacionales se utilizaron datos de 
expresión génica, los cuales corresponden a cuatro bases de datos distintas 
disponibles en la web: arabidopsis, cell cycle, sporulation y serum. Una vez 
realizados dichos experimentos, se evaluó el rendimiento de las 
representaciones utilizando la métrica de desempeño multiobjetivo 
hipervolumen, con el fin de identificar las mejores fronteras de Pareto de cada 
representación. Luego del cálculo del hipervolumen se aplicaron pruebas 
estadísticas a sus datos por medio de los tests de Friedman y Nemenyi. Dichos 
cálculos de hipervolumen y test estadísticos permitieron determinar que la 
representación LNB fue la mejor alternativa para el mejoramiento del NSGA-II. 

 

PALABRAS CLAVE 

NSGA-II, árbol de expansión mínima multiobjetivo, representaciones para 
algoritmos genéticos, prüfer number, link and node biased encoding, edge-set 
encoding. 
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ABSTRACT 

The purpose of this titration work was to identify the best alternative of 
chromosome representation that could improve the performance in multiobjective 
terms of a genetic algorithm known as NSGA-II, which was used at the same time 
to address the problem of the minimum spanning tree in its multiobjective version. 
This identification was achieved through the thorough evaluation of three different 
types of chromosome representation: Prüfer number, link and node biased 
encoding (LNB), and edge-set encoding. In conjunction with this, scientific 
research methods (bibliographic and analytical) were used to search, interpret 
and analyze the information and the results obtained in each execution. RStudio 
software was used for the coding and subsequent execution of the 
representations, which were applied to the NSGA-II together with their respective 
evolutionary operators. In the realization of the computational experiments, gene 
expression data were used, which correspond to four different databases 
available on the web: arabidopsis, cell cycle, sporulation and serum. Once these 
experiments were performed, the performance of the representations was 
evaluated using the hypervolume multiobjective performance metric, in order to 
identify the best Pareto boundaries of each representation. After the calculation 
of the hypervolume, statistical tests were applied to their data by means of the 
Friedman and Nemenyi tests. These hypervolume calculations and statistical 
tests allowed us to determine that the LNB representation was the best alternative 
for the improvement of NSGA-II. 

 

KEYWORDS 

NSGA-II, multi-objective minimum spanning tree, representations for genetic 
algorithms, prüfer number, link and node biased encoding, edge-set encoding. 

 

 



CAPÍTULO I. ANTECEDENTES 

1.1. DESCRIPCIÓN DE LA INSTITUCIÓN 

La ESPAM MFL, mediante la Coordinación General de investigación realiza 

trabajos mancomunados por el aporte de la universidad a la ciencia. La 

planificación estratégica de la ESPAM MFL 2017-2021 plantea en el subsistema 

de investigación como objetivo estratégico “fortalecer el sistema de gestión de la 

investigación para que se contribuya al desarrollo de la zona 4 y el país”, y como 

objetivo específico establece “ejecutar investigaciones que contribuyan al 

desarrollo de la zona 4 y del país” (ESPAM MFL, 2018a). 

Con los antecedentes previamente mencionados, la ESPAM MFL cuenta con un 

grupo de investigación denominado Sistemas Computacionales (SISCOM) que 

tiene como objetivo “contribuir al sector agro-productivo y de servicios con 

soluciones computacionales, que aporten al desarrollo tecnológico y al entorno 

social” para mejorar los procesos investigativos en esta área. Este grupo de 

investigación contempla principalmente los siguientes campos: Aprendizaje 

automático y asistido, visión por computador, minería de datos, robótica 

(Inteligencia artificial), optimización de procesos, sistemas distribuidos (ESPAM 

MFL, 2018a). 

El grupo de investigación SISCOM indica en su misión “desarrollar 

investigaciones computacionales con pertinencia, compromiso ético y social, en 

procura del mejoramiento del sector agro-productivo y de servicios”. Además, 

tiene planteado como visión “ser un referente en investigación y desarrollo 

relacionados a sistemas y tecnologías computacionales que contribuyan al 

progreso agro-productivo y de servicio a nivel local o nacional” (ESPAM MFL, 

2018a). 

El grupo SISCOM se rige bajo el Reglamento para la conformación de Grupos 

de Investigación de la ESPAM MFL, el cual indica en su artículo primero 

“establecer las normas de cumplimiento para las líneas de investigación que 

presentan temas agrupados de estudios científicos que se fundamentan en 
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tradición investigativa, de donde se originan programas y proyectos cuyos 

resultados guarden afinidades entre sí” (ESPAM MFL, 2018b). 

En contribución al desarrollo de la investigación científica que se efectúa en el 

grupo SISCOM, se pretende con este trabajo de titulación, dejar a disponibilidad 

del grupo los resultados que se obtengan de la evaluación de tres tipos de 

representaciones cromosómicas utilizadas en el Algoritmo Genético con 

Ordenamiento No-Dominado II o NSGA-II por sus siglas en inglés; con el 

propósito de mejorar el rendimiento del mismo en términos multiobjetivo para el 

problema del Árbol de Expansión Mínima Multiobjetivo (MST-MO). 

 

1.2. DESCRIPCIÓN DE LA INTERVENCIÓN 

Muchos problemas de la vida real tienen varios objetivos en conflicto que se 

requieren optimizar al mismo tiempo, estos se denominan problemas 

multiobjetivo y la necesidad de resolverlos se presenta frecuentemente en 

cualquier actividad técnica o científica (Pandolfi et al., 2017; UNED, 2015). 

En el campo de la ingeniería es habitual considerar múltiples aspiraciones u 

objetivos enfrentados entre sí y la principal dificultad al considerar esta 

optimización multiobjetivo es que no existe una definición aceptada de óptimo o 

“la mejor” en este caso, más bien estos problemas admiten múltiples soluciones 

generalmente; por lo tanto, es difícil comparar una solución con otra, con lo que 

se hace necesario el estudio de técnicas de decisión basadas en un número finito 

de objetivos o criterios (López, 2015; UNED, 2015) 

La investigación de este trabajo de titulación se lleva a cabo prestando especial 

atención en el área de la Bioinformática, que es el uso de técnicas 

computacionales, matemáticas y estadísticas para el análisis, interpretación y 

generación de datos biológicos (Olaya-Abril & Cejas-Molina, 2018). En la 

bioinformática se abordan diferentes problemas, pero este trabajo de titulación 

está orientado principalmente al problema del clustering de genes, el cual 

consiste en agrupar genes basados en su similitud de funciones biológicas. Para 
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resolver este problema existen algunos algoritmos que basan su funcionamiento 

en la teoría de grafos mediante el problema del MST (Párraga Álava, 2017). 

El problema del MST consiste en encontrar un subgrafo que conecte todos los 

nodos al menor costo a partir de un grafo finito conectado. En este sentido, los 

nodos corresponden a los genes y las conexiones entre ellos representan la 

similitud, teniendo en cuenta características como expresión génica y funciones 

biológicas. Considerando que cada arista tiene asociado un costo, en una 

versión Multiobjetivo del problema MST (MST-MO) la complejidad se incrementa 

debido a los múltiples costos que surgen al representar conexiones con diversos 

valores (Montoya et al., 2014; Párraga-Álava et al., 2017; Simmons, 2015). 

Una vez resuelto el problema del MST-MO, se podría identificar grupos de genes 

que estén asociados o compartan similares perfiles de expresión, situación que 

indica una alta probabilidad que dichos genes participen de una determinada 

función biológica. 

Existen algunos enfoques que ofrecen soluciones aproximadas para el problema 

del MST-MO, entre ellos se destaca el uso de Algoritmos Evolutivos (EAs), 

debido a que utilizan mecanismos inspirados en la evolución natural para trabajar 

con una población de individuos que representen posibles soluciones para el 

problema (Jimenez & Chivata, 2017; Pandolfi et al., 2017). 

Con el fin de dar solución al problema del MST-MO se propone el uso de 

Algoritmos Genéticos (AGs). La razón de su uso se debe a su simplicidad y 

eficiencia para encontrar buenas soluciones en grandes y complejos espacios 

de búsqueda (García, 2018; López, 2015). El algoritmo que se utilizará para 

abordar el problema del MST-MO es el Algoritmo Genético con Ordenamiento 

No Dominado-II (NSGA-II), debido a su característica de producir y ofrecer una 

población de buenas soluciones aproximadas en un corto tiempo de cálculo y en 

una sola ejecución. Para su funcionamiento debe contar con los siguientes 

componentes: representación cromosómica, función objetivo y operadores 

evolutivos (selección, cruce y mutación) (Campos et al., 2016; Fang et al., 2018; 

López, 2015; Saborido, 2014; Zhang & Ma, 2015). 
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En términos simples, el NSGA-II comienza con una población inicial 

(representación cromosómica de individuos) a partir de la cual se genera una 

población descendiente. Dicho proceso es realizado mediante la cuantificación 

de una función objetivo que cada individuo de la población deberá tener para 

poder ser rankeados de acuerdo con un criterio conocido como dominancia de 

Pareto; en otras palabras, la idea es ir preservando las mejores soluciones y 

desechando aquellas que no tienen un rendimiento del todo adecuado. Posterior 

a ello, se hace uso de los operadores de selección, cruce y mutación; que son 

técnicas propias de los algoritmos genéticos (Meza et al., 2016; Montoya et al., 

2014; Rojas et al., 2016; Zhang & Ma, 2015). 

Según Lima (2017) para un uso eficiente y exitoso de los algoritmos genéticos, 

no es suficiente simplemente aplicar un algoritmo genético estándar. Es 

necesario encontrar una representación adecuada para el problema y hacer uso 

de operadores de búsqueda apropiados que se ajusten bien a las propiedades 

de la representación. 

Debido a que el NSGA-II requiere como entrada la representación cromosómica, 

en este trabajo de titulación se consideran tres tipos de representaciones del 

MST-MO, que luego son evaluadas con métricas de calidad apropiadas con el 

fin de obtener la mejor alternativa de representación que permita al NSGA-II 

resolver correctamente y con el más alto rendimiento el problema del MST-MO. 
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1.3. OBJETIVOS 

1.3.1. OBJETIVO GENERAL 

Evaluar representaciones cromosómicas del algoritmo NSGA-II para el problema 

de Árbol de Expansión Mínima Multiobjetivo (MST-MO) con el objetivo de 

identificar la mejor alternativa en términos de rendimiento del algoritmo. 

 

1.3.2. OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 Analizar el material bibliográfico relacionado al problema a resolver y 

alternativas de solución. 

 Implementar representaciones cromosómicas del problema del Árbol de 

Expansión Mínima Multiobjetivo (MST-MO). 

 Verificar la implementación de las representaciones cromosómicas 

utilizando datos de expresión génica.  

 Establecer la mejor alternativa de representación cromosómica 

implementada. 

 

 



CAPÍTULO II. DESARROLLO METODOLÓGICO DE LA 

INTERVENCIÓN 

El proceso de intervención de este trabajo de titulación se realizó cumpliendo de 

forma secuencial con cada uno de los objetivos específicos planteados, 

utilizando a la vez los métodos de investigación científica descritos a 

continuación: 

Rodríguez (2014) indica que el método bibliográfico es muy utilizado en 

investigaciones cuya finalidad sea obtener datos e información a partir de 

documentos escritos y no escritos. Por ello, la búsqueda se realizó en medios 

como libros, documentos científicos e información electrónica. 

Asimismo, se utilizó el método analítico, el cual según Maya (2014) es útil cuando 

se llevan a cabo trabajos de investigación documental, que consiste en revisar 

en forma separada todo el material necesario para la investigación.  

 

2.1. OBJETIVO 1: MATERIAL BIBLIOGRÁFICO 

En el alcance de este primer objetivo se realizó la redacción de la investigación 

en temas relacionados con la teoría de genes, el problema del MST-MO y el 

algoritmo NSGA-II, por lo que se empleó el método bibliográfico para la 

búsqueda de la información. El método analítico se utilizó en la comprensión de 

cada uno de los elementos que se necesitan para el funcionamiento del NSGA-

II y en el entendimiento del problema MST-MO.  

 

2.1.1. PROBLEMA A RESOLVER: MST-MO 

Sea 𝐺 = (𝑉, 𝐸, 𝐶) un gráfico conectado y no dirigido, donde 𝑉 = 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 es un 

conjunto finito de nodos y 𝐸 = 𝑒1, . . . , 𝑒1 es un conjunto finito de bordes. Cada 

borde vincula los nodos 𝑒 = (𝑖, 𝑗) tal que 𝑖 ∈ 𝑉, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ≠ 𝑗.  
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Un vector 𝑐𝑖𝑗 = (𝑐𝑖𝑗
1 , . . . , 𝑐𝑖𝑗

𝑝 ) de 𝑝 números reales positivos representa el costo de 

los bordes. Un árbol de gráfico 𝐺 es un subgrafo 𝑇 = (𝑉,  𝐸𝑇 ,  𝐶𝑇) con  𝐸𝑇 ⊆

𝐸, 𝐶𝑇 ⊆ 𝐶, de manera que 𝑇 contiene todos los nodos en 𝑉 y los conecta 

exactamente con 𝑛 − 1 bordes, de modo que no hay ciclos. Por lo tanto, el 

problema MST-MO se puede formular como:  

 

𝑚𝑖𝑛 𝑓(𝑇) = 𝑓1(𝑇), . . . , 𝑓𝑝(𝑇), sujeto a  𝑇 ∈ 𝛺     

Donde 𝑓𝑘(𝑇) = ∑ 𝑐𝑖𝑗
𝑘

∀(i,j)∈E𝑇
 es el k-ésimo objetivo a minimizar y 𝛺 es el 

conjunto de todos los árboles de expansión del gráfico 𝐺. La imagen de una 

solución 𝑇 ∈ 𝛺 es el punto 𝑧 = 𝑓(𝑇) en el espacio objetivo 𝑓(𝛺) (Párraga-Álava 

et al., 2017) 

 

2.1.2. ALTERNATIVA DE SOLUCIÓN: NSGA-II 

La alternativa de solución presentada para el problema del MST-MO sigue los 

siguientes pasos: 

ALGORITMO 1. Pseudocódigo del NSGA-II 

1: Inicializar una población: 

2:  Generar aleatoriamente una población. 

3:  Evaluar la aptitud. 

4:  Asignar un nivel basado en la dominancia de Pareto – “ordenar”. 

5:  Generar una población siguiente: 

6:   Selección mediante un torneo binario. 

7:   Cruzamiento y mutación. 

8: Para 𝒊 = 𝟏 hasta el número de generaciones hacer  

9:  Para la población padre e hijo hacer  

10:   Asignar un nivel basado en la dominancia de Pareto y ordenar. 

11:   Generar el conjunto de frentes no dominados. 

12: Agregar soluciones a la siguiente generación, empezando por la primera jerárquica 

y utilizar el factor de agrupamiento (crowding) en cada frente. 

13:  Fin Para 

14: Seleccionar los puntos en el frente más bajo y que estén fuera de la distancia del crowding. 

15:  Crear la siguiente generación: 

16:   Seleccionar mediante un torneo binario. 

17:   Cruzamiento y mutación. 

18: Fin Para 

[2.1] 
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Los pasos generales que se siguieron como parte de la intervención del trabajo 

de titulación se presentan en el siguiente diagrama: 

 

 

 

2.2. OBJETIVO 2: IMPLEMENTACIÓN 

Se elaboraron algunos ejemplos donde se explica el funcionamiento de cada una 

de las representaciones aplicadas junto con sus operadores evolutivos 

respectivos al NSGA-II. Por lo cual se hizo uso del método bibliográfico para la 

búsqueda de información acerca de las representaciones y el método analítico 

utilizado en la comprensión del funcionamiento de las mismas. 

Las tres representaciones del problema del Árbol de Expansión Mínima 

Multiobjetivo consideradas para ser implementadas en el algoritmo NSGA-II 

fueron: Prüfer number, link and node biased encoding y edge-set encoding, las 

cuales se describen a continuación:   
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2.2.1. PRÜFER NUMBER 

Esta representación tiene una longitud de 𝑛 − 2 dígitos para representar un árbol 

con n nodos, donde cada dígito es un número entero entre 1 y n. La figura 2.1 

muestra un ejemplo del proceso de esta codificación, en la cual la secuencia de 

Prüfer (2, 5, 6, 8, 2, 5) corresponde a un árbol de expansión de un grafo de ocho 

nodos (Párraga-Álava et al., 2017). 

 

 

Figura 2.1. Construcción del árbol de expansión a partir de la secuencia de Prüfer (2, 5, 6, 8, 2, 5). 

Fuente: (Párraga-Álava et al., 2017). 

 

La construcción del árbol a partir del número Prüfer es un proceso conocido 

como decodificación y sigue los siguientes pasos: 

 
ALGORITMO 2. Pseudocódigo de decodificación de Prüfer Number 

1: Inicializar código Prüfer 𝑷 con 𝒏 − 𝟐 dígitos. Todos los números de nodo que no están incluidos en 𝑷 

 se pueden usar para la construcción del árbol (son elegibles). 

2: Para 𝒊 = 𝟏 hasta que no queden dígitos en 𝑷 hacer  

3:   Sea 𝒙 el nodo elegible con el valor más bajo no incluido en 𝑷  

4:   Sea 𝒚 el primer dígito a la izquierda de 𝑷. 

5:  Agregar el enlace (𝒙, 𝒚) al árbol. 

6:   Designar 𝒙 como valor no elegible 

7:   Quitar el primer dígito 𝒚 de 𝑷. 

8:   Si 𝒚 no aparece en ningún otro lugar del código Prüfer restante, entonces 

9:    Designar 𝒚 como elegible. 

10: Fin Para  

11: Si no quedan más dígitos en 𝑷, entonces  

  Hay exactamente dos números, 𝒓 y 𝒔, que son elegibles. 

12: Agregar el enlace (𝒓, 𝒔) al árbol. 
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2.2.2. LINK AND NODE BIASED ENCODING (LNB) 

Según Rothlauf (2006) la idea básica de la codificación LNB es codificar la 

importancia de un nodo o enlace a partir de ponderaciones que se calculan tanto 

para los nodos como para los enlaces. Al aplicar esta idea a las codificaciones 

de árboles, la matriz de peso-distancia que define los pesos de distancia entre 

dos nodos cualquiera, está sesgada de acuerdo con la importancia de los nodos 

o enlaces. 

Es por ello que el genotipo (individuo) de la codificación LNB posee pesos tanto 

para los nodos como para todos los enlaces posibles, utilizando un sesgo 

específico del nodo y otro del enlace. De acuerdo con esto, la representación 

LNB tiene por lo tanto una longitud de 𝑙 = 𝑛(𝑛 + 1)/2 elementos, siendo la 

función para la ponderación de nodos y enlaces la siguiente: 

 

𝑑′𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝑗 + 𝑃1𝑏𝑖𝑗𝑑𝑚𝑎𝑥 + 𝑃2(𝑏𝑖 + 𝑏𝑗)𝑑𝑚𝑎𝑥,   

Donde: 

 𝑑′𝑖𝑗 corresponden a los pesos de distancia modificados: 𝑖, 𝑗 ∈ {0, . . . , n − 1}. 

 𝑏𝑖 ∈ [0, 1] son los pesos de nodo y 𝑏𝑖𝑗 ∈ [0, 1] son los pesos de enlace. 

 𝑑𝑚𝑎𝑥 es el valor máximo de 𝑑𝑖𝑗  

 𝑃1 es el sesgo específico del enlace y 𝑃2 el sesgo específico del nodo. 

El algoritmo respectivo utilizado en esta representación para la construcción de 

los árboles se muestra en el siguiente pseudocódigo:  

 

ALGORITMO 3. Pseudocódigo del algoritmo de PRIM 

1: Entrada: 𝑮 = (𝑽, 𝑬) 

2: Conjunto de vértices del árbol a iniciar 𝑽𝒕 ← {𝒗𝟎} 

3: Salida del conjunto de aristas del árbol de expansión mínima 𝑬𝒕 ← Ø 

4: Para 𝒊 ← 𝟏 hasta |𝑽| − 𝟏 hacer 

5:   encontrar el peso mínimo del borde 𝒆∗ =  (𝒗∗, 𝒖∗) 

6:  𝑽𝒕 ← 𝑽𝒕 𝑼{𝒖∗} entre los bordes (𝒗, 𝒖) tal que 𝒗 está en 𝑽𝑻 y 𝒖 es en 𝑽 − 𝑽𝑻 

7:  𝑬𝒕 ← 𝑬𝒕 𝑼{𝒗∗} 

8: Fin Para 

9:  Retornar al paso 3 hasta su convergencia 
 

[2.2] 
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2.2.3. EDGE-SET ENCODING 

En esta técnica se representa directamente los árboles como conjuntos de 

bordes, los cuales se pueden implementar en una matriz cuyas entradas son los 

pares de nodos que definen cada borde. La figura 2.2 muestra un ejemplo de un 

árbol de expansión con 12 nodos y un conjunto de bordes que lo representa 

(Raidl & Julstrom, 2003). 

 

Figura 2.2. Árbol de expansión con 12 nodos y un conjunto de bordes que lo representa. 

Fuente: (Raidl & Julstrom, 2003). 

En esta representación se utiliza un algoritmo que genera árboles de expansión 

al azar para la población inicial de genotipos diversos que el NSGA-II requiere. 

Por lo tanto, el algoritmo que se utilizó fue el de KruskalRST, el cual representó 

también la base del operador de recombinación. La recombinación de dos 

árboles de expansión primarios combina sus conjuntos de bordes y deriva un 

nuevo árbol de expansión aleatorio de esta unión (Raidl & Julstrom, 2003).  

El algoritmo utilizado para la inicialización de la población en esta representación 

se muestra en el siguiente pseudocódigo: 

ALGORITMO 4. Pseudocódigo del algoritmo de KruskalRST 

1: Procedimiento KruskalRST (𝑽, 𝑬): 

2: 𝑻 ← ∅, 𝑨 ← 𝑬   // 𝑬 es el conjunto de aristas disponibles 𝒆𝒊,𝒋 

3: Mientras |𝑻| < |𝑽| − 𝟏 hacer 

4:   elige una arista {(𝒖𝒗)}  ∈  𝑨 al azar 

5:  𝑨 ← 𝑨 − {(𝒆𝒖,𝒗)} 

6:  Si 𝒖 y 𝒗 aún no están conectados en 𝑻, entonces 

7:   𝑻 ← 𝑻 ∪ {(𝒆𝒖,𝒗)} 

8: Retornar a 𝑻 
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La codificación de las representaciones se realizó utilizando bibliotecas del 

lenguaje de programación R versión 3.4.0. Empleando para este fin, el IDE 

RStudio en las versiones 1.1.463 y 1.2.1335, el cual está especialmente indicado 

para el análisis estadístico y gráfico (Pérez, 2015). 

El método bibliográfico también fue aplicado en este objetivo para la búsqueda 

de documentación acerca de las funciones y librerías del lenguaje R que se 

utilizaron por cada representación. 

 

2.3. OBJETIVO 3: PRUEBAS 

Los valores para los enlaces entre cada par de nodos en las representaciones 

implementadas se obtuvieron a partir de las bases de datos que a continuación 

se describen, las cuales corresponden a datos de expresión génica diferenciados 

por distancia euclidiana y correlación de Pearson: 

 Arabidopsis Thaliana: Corresponde a datos de expresión génica de una 

especie de planta nativa de Europa, Asia, y el noroeste de África. Muestra 

los valores de expresión génica de 138 genes sobre ocho puntos de tiempo 

(15 min, 30 min, 60 min, 90 min, 3 h, 6 h, 9 h, y 24 h) (Maulik et al., 2008; 

Reymond et al., 2000). 

 Yeast Cell Cycle: Corresponde a datos del ciclo celular de la levadura. La 

matriz de expresión muestra la fluctuación de los niveles de expresión en 

17 puntos de tiempo de 384 genes que son reguladores del ciclo celular 

(Cho et al., 1998; Maulik et al., 2008). 

 Yeast Cell Sporulation: Esta base de datos también contiene información 

de levadura. Muestra los niveles de expresión de 474 genes que están 

diferencialmente expresados en 7 puntos de tiempo durante el proceso de 

esporulación de la levadura (Chu et al., 1998; Maulik et al., 2008). 

 Human Fibroblasts Serum: Presenta datos de expresión génica de 

células fibroblastos humanas. En total se presentan 517 genes que están 

diferencialmente expresados considerando 13 puntos de tiempo (Iyer et al., 

1999; Maulik et al., 2008).  
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2.4. OBJETIVO 4: MEJOR ALTERNATIVA 

Para evaluar el rendimiento de las representaciones implementadas en el NSGA-

II, se utilizaron los siguientes elementos luego de obtener las gráficas de las 

fronteras de Pareto de las representaciones por cada base de datos: 

 

2.4.1. MÉTRICA DE DESEMPEÑO MULTIOBJETIVO 

El indicador de Hipervolumen (𝐻𝑉) se utilizó como métrica de desempeño 

multiobjetivo, el cual según Zitzler & Thiele (1999) es una métrica unaria que 

mide el volumen (área en este caso) en el espacio de la función objetivo cubierto 

por los miembros de un conjunto aproximado (frontera de Pareto (𝐹𝑃)). 

El 𝐻𝑉 para cada solución 𝐶𝑖 ∈ 𝐹𝑃 computa un área (en caso de dos objetivos) 

𝑎𝐶𝑖 respecto a un punto de referencia 𝑊. La union de todas las áreas 𝑎𝐶𝑖 forma 

el hipervolumen de una frontera de Pareto aproximada (𝐹𝑃):  

𝐻𝑉(𝐹𝑃) = 𝑎𝑟𝑒𝑎 (⋃ 𝑎𝐶𝑖

|𝐹𝑃|

𝑖=1

) 

Esta métrica requiere un punto de referencia correspondiente habitualmente a 

los peores valores posibles de cada función objetivo en donde los valores más 

altos de 𝐻𝑉 implican una mejor frontera de Pareto aproximada (𝐹𝑃). 

 

Figura 2.3. Ejemplo para métrica HV, donde las soluciones no dominadas se muestran como cuadrados, y las 
soluciones elegidas de la frontera de Pareto se muestran como círculos rellenos. 

 

Fuente: (Fernández, 2019). 

[2.3] 
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Figura 2.4. Hipervolumen encerrado por las soluciones no dominadas. 

Fuente: (Fernández, 2019). 

Tomando como ejemplo la región de color gris de la figura 2.4, la cual tiene un 

conjunto de soluciones no dominadas. Para resolver este tipo de problemas se 

debe construir hipercubos con cada una de las soluciones de la frontera de 

Pareto estableciendo un punto de referencia 𝑊 y luego construyendo un vector 

con los peores puntos de cada solución, convirtiéndose así en el nuevo punto de 

referencia 𝑊, así sucesivamente con toda la región. Después se encuentra la 

unión de todos los hipercubos y se calcula su hipervolumen con la ecuación 2.3. 

A continuación, se muestra el proceso del cálculo del hipervolumen tomando 

como referencia el punto (11, 3) de la figura 2.3 para el valor de 𝑊 (Fernández, 

2019). 

𝐻𝑉(𝐹𝑃) = (𝟏𝟏 − 6.2) × (𝟑 − (−0.8)) + (6.2 − 4.8) × (𝟑 − (−0.75)) + (4.8 − 3.14)

× (𝟑 − 0.2) + (3.14 − 2.4) × (𝟑 − 1.2) + (2.4 − 1) × (𝟑 − 1.74)

= 31.23 

 

2.4.2. ANÁLISIS ESTADÍSTICOS 

Para verificar si había diferencia significativa entre las representaciones se 

realizaron pruebas estadísticas por medio de los siguientes test: 

 

2.4.2.1. TEST DE FRIEDMAN 

La prueba de Friedman compara promedios poblacionales cuando se trabaja con 

muestras relacionadas, esta prueba es una alternativa de ANOVA de un factor 
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cuando los datos son dependientes, donde se toman dos variables (una 

dependiente, y otra independiente) para comparar sus medidas y concluir si en 

estas existen grupos similares o diferentes, puede considerarse como una 

comparación entre la mediana de varios grupos (Amat, 2016). 

 

2.4.2.2. TEST DE NEMENYI 

Luego de utilizar Friedman para probar las igualdades de medida entre los 

grupos, y haber determinado si existen diferencias, la prueba de Nemenyi 

permite identificar subconjuntos homogéneos de medidas que no se diferencian 

entre sí. La fórmula para el número máximo de comparaciones que puede hacer 

para N grupos es: (𝑁 ∗ (𝑁 − 1))/2. Además, la fórmula para calcular la tasa de 

error para todo el conjunto de comparaciones es 1 − (1 − 𝛼)^𝐶. Donde, alfa 

corresponde al nivel de significancia para una comparación única, y C es igual al 

número de comparaciones (Frost, 2019; Jakob, 2019). 

El proceso de intervención de esta propuesta no demandó aportes económicos 

durante su ejecución, debido a que, ya se contaba con el equipo a utilizar para 

la exploración de las representaciones antes señaladas. 

 

 



CAPÍTULO III. DESCRIPCIÓN DE LA EXPERIENCIA 

3.1. OBJETIVO 1: MATERIAL BIBLIOGRÁFICO 

3.1.1. INTRODUCCIÓN SOBRE LA TEORÍA DE GENES 

La expresión génica corresponde al proceso mediante el cual la información 

codificada en un gen se transcribe en uno o varios niveles de ARN funcionales, 

mediante la cuantificación de tales niveles. La cuantificación facilita la creación 

de perfiles de expresión de cada célula, permitiendo que la comparación entre 

ellos se convierta en una excelente herramienta para poder responder a un gran 

número de inquietudes biológicas (Wang, 2014). 

Para poder efectuar el estudio de la expresión génica se han utilizado distintas 

tecnologías que han facilitado la obtención, almacenamiento y análisis de tal 

información biológica. Tal como es el caso de la tecnología basada en 

microarrays que obtiene los datos de la respuesta simultánea de miles de genes 

frente a una serie de condiciones de laboratorio (Mestizo, 2015). 

El resultado final en el funcionamiento de los microarrays de expresión es una 

matriz en la que las filas corresponden a genes y las columnas corresponden a 

condiciones, muestras o puntos de tiempo. El contenido de la matriz es el nivel 

de expresión de cada gen bajo cada condición. Estos niveles pueden ser 

absolutos, relativos o normalizados (Párraga Álava, 2017; Pontes et al., 2006). 

Una de las tareas en el análisis de datos de expresión génica es la de descubrir 

grupos de genes que intervienen en una misma función celular o que están 

regulados de la misma manera. En este sentido, el clustering es una de las 

técnicas de clasificación no supervisada más importante cuyo objetivo es el de 

formar grupos o clases de datos llamados clústeres, de tal forma que los datos 

de un mismo grupo comparten una serie de características y similitudes mientras 

que los datos de grupos distintos tienen mayores diferencias (Pontes et al., 

2006). 



17 
 

De acuerdo con Párraga Álava (2017) para cuantificar la similitud entre los datos 

de un mismo grupo, es común el uso de medidas de distancia, ya que la distancia 

mide la diferencia entre dos puntos sobre la base de sus valores de atributos. 

Las medidas de distancia y/o similaridad más utilizadas para realizar el clustering 

son: la distancia euclidiana y la correlación de Pearson. 

 

3.1.2. MST Y MST-MO (EJEMPLOS) 

Un árbol de expansión está compuesto por todos los vértices y algunas de las 

aristas de un grafo conexo no dirigido. Un grafo puede tener muchos árboles de 

expansión. En la siguiente figura se puede observar que el grafo dado posee 3 

árboles de expansión:  

 

Figura 3.1. Ejemplo de Árbol de expansión. 

Fuente: (Arias, 2012). 

El problema del Árbol de Expansión Mínima (MST) consiste en buscar un árbol 

que abarque todos los vértices del grafo, con suma de pesos de aristas mínimo, 

tal y como se aprecia en el ejemplo de la figura 3.2 en la cual el MST es el árbol 

con suma total de pesos igual a 7. Todo grafo tiene un bosque recubridor mínimo. 

El problema de hallar el MST de puede ser resuelto con varios algoritmos, los 

más conocidos son Kruskal y Prim. Para que sea un MST válido el número de 

aristas debe ser igual al número de vértices menos uno (Arias, 2012). 
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Figura 3.2. Ejemplo de Árbol de Expansión Mínima (MST) a partir de un grafo conectado completo. 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Con el fin de entender de mejor manera el funcionamiento del problema del MST-

MO se hizo una comparación a base de ejemplo entre el problema del MST 

simple y el problema de enfoque multiobjetivo (MST-MO): 

 

Figura 3.3. Comparación entre un MST (a) y un MST-MO (b). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

3.1.3. FUNCIONAMIENTO GENERAL DEL NSGA-II 

Los algoritmos genéticos pertenecen a las metaheurísticas poblaciones que 

pueden ser utilizadas para la solución de problemas mono u multiobjetivo. En el 

caso de problemas multiobjetivo se debe tener en cuenta el concepto de 

dominancia. Se dice que una solución 𝑥1 domina a otra solución 𝑥2 cuando:  
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a) La solución 𝑥1 no es peor que 𝑥2 en ninguno de los objetivos y  

b) La solución 𝑥1 es estrictamente mejor que 𝑥2 en al menos un objetivo. 

Si alguna de estas dos condiciones no se cumple, entonces 𝑥1 no domina a 𝑥2  

(Rojas et al., 2016). 

 

Figura 3.4. Concepto de dominancia aplicado a un ejemplo de minimización. A y B son No-Dominadas entre sí, ya 
que ninguna domina a otra, pero ambas dominan a C y pertenecen a la frontera de Pareto óptimo. 

 

Fuente: (SCI2S, 2014). 

El concepto de dominancia visualizado como ejemplo en la figura anterior se 

utiliza para encontrar un conjunto de soluciones no-dominadas, denominadas 

ranking o frente de Pareto (FP). El NSGA-II pertenece a la gama de EAs que 

permite encontrar este set de soluciones. Dado que ninguna de las soluciones 

en el conjunto no-dominado es absolutamente mejor que las otras, entonces 

cualquiera de estas constituye una solución aceptable (Rojas et al., 2016). 

En el NSGA-II, a partir de una población de padres 𝑃𝑡 (N individuos) generados 

aleatoriamente, se crea una población descendiente 𝑄𝑡 (N individuos). Las dos 

poblaciones constituyen el conjunto 𝑅𝑡 de tamaño 2N (Figura 3.5). Para crear la 

población 𝑄𝑡 primero se calcula la función objetivo de la población 𝑃𝑡 y se hace 

su clasificación por dominancia; es decir, la población empieza a ser construida 

con el mejor frente no dominado (𝐹1) o mejor ranking (𝑅1), continuando con las 

soluciones del segundo frente (𝐹2) y así sucesivamente tanto problemas de 

minimización como de maximización. Luego se aplican los operadores de 

selección, cruce y mutación (Rojas et al., 2016). 
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Figura 3.5. Diagrama de selección de individuos en el NSGA-II. 

Fuente: (Rojas et al., 2016). 
 
 

En las operaciones de selección se implementa elitismo, lo cual significa que la 

densidad de la población en la vecindad de un individuo se utiliza como medida 

secundaria de adaptación; es decir, si al ser comparados dos individuos, ambos 

forman parte del mismo frente, se prefiere entonces la solución con menos 

soluciones alrededor. Asegurando de esta forma, diversidad de la población en 

cada 𝐹𝑃 al obtener sólo los mejores individuos en cada generación (Rojas et al., 

2016).  

Ya que 𝑅𝑡 es de tamaño 2N y tan solo se necesitan N individuos para la población 

descendiente, se deben descartar N configuraciones prefiriendo siempre los 

individuos pertenecientes a la mejor frontera de Pareto. Este proceso termina 

hasta cuando el algoritmo logra obtener las mejores soluciones o hasta que se 

alcance el número máximo de iteraciones establecidas (Rojas et al., 2016). 

 

3.1.3.1. FUNCIÓN OBJETIVO 

Es un tipo especial de función que cuantifica la optimalidad de una solución. Se 

traduce en un cromosoma óptimo para que sus bases sean combinadas con 

cualquier otra técnica para la producción de una nueva generación que sea mejor 

a las anteriores (Jimenez & Chivata, 2017). 
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3.1.3.2. OPERADORES EVOLUTIVOS 

Según Jimenez & Chivata (2017) dentro del algoritmo genético existen y pueden 

ser utilizadas diferentes técnicas matemáticas y computacionales, también 

llamadas operadores genéticos que son aplicadas para el paso de una 

generación a la siguiente. Algunos de estos operadores son: 

 Operador de selección: Los operadores de selección son los 

encargados de escoger qué individuos van a disponer de oportunidades 

de reproducirse y cuáles no. Se ha de otorgar un mayor número de 

oportunidad de reproducción a los individuos más aptos con respecto a la 

evolución y calificación inicial. Es importante resaltar que se debe dar una 

posibilidad de reproducirse a los individuos menos aptos ya que estos 

contienen material genético útil en el proceso de reproducción (Jimenez 

& Chivata, 2017). 

 Operador de cruzamiento: Es una herramienta utilizada para introducir 

e intercambiar información entre cromosomas. La idea principal del cruce 

es tomar los individuos previamente seleccionados y obtener una 

descendencia que comparta sus genes. Al compartir las características 

de los individuos correctamente es posible que estos sean los causantes 

de proporcionar una solución aproximada (Jimenez & Chivata, 2017). 

 Operador de mutación: La mutación tiene como objetivo lograr que 

alguno de los genes de un individuo varíe su valor de forma aleatoria. Tal 

y como sucede con los otros operadores, existen diversos operadores de 

mutación (Jimenez & Chivata, 2017; Sosa et al., 2014). 

En el cuadro siguiente se muestra y detalla los tipos de operadores respectivos 

que se utilizaron por cada representación: 
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Cuadro 3.1. Listado de los operadores evolutivos utilizados por cada representación en el NSGA-II 

Operadores 
Evolutivos 

Tipos de Operadores 
Evolutivos 

Conceptos de los tipos de Operadores 
Representación en las que 
se usaron los elementos 

Inicialización KruskalRST 

El propósito de los algoritmos de inicialización es crear una solución inicial imparcial. Raidl y Julstrom (2003) 

citado por Rothlauf (2006) recomendaron el uso de KruskalRST que se basa en el algoritmo de Kruskal simple. 

En contraste con el algoritmo de Kruskal, KruskalRST (Random Spanning Tree) elige los bordes no de acuerdo 

con sus pesos de distancia correspondientes sino de manera aleatoria. 

Edge-set encoding 

Selección Torneo Binario 

En la técnica de selección binaria por torneo se comparan dos individuos que son escogidos al azar y en cada 

comparación se emplea un indicador que permite saber cuál está mejor adaptado (Zhang & Ma, 2015). Para 

identificar los individuos ganadores de cada torneo, se elige al individuo perteneciente al ranking de Pareto 

inferior y en el caso de un empate, se selecciona el que tiene la mayor distancia de amontonamiento (Párraga-

Álava et al., 2017). 

Prüfer number, link and node 

biased encoding y edge-set 

encoding 

Crossover 

n puntos 

Es una generalización del crossover de un solo punto. Los n puntos de cruce se identifican aleatoriamente, 

después de lo cual se dividen a lo largo de esos puntos y se reúnen, y posteriormente se alternan entre los 

padres (Lim et al., 2017). 

Prüfer number 

Aritmético 

Los cromosomas que tienen un valor real o una representación de punto flotante se someten a un crossover 

aritmético. Este cruce crea un nuevo alelo en cada posición del gen de los descendientes. El valor de los nuevos 

alelos para los descendientes se encuentra entre los valores de los alelos principales y se calcula utilizando la 

siguiente ecuación para el primer descendiente: 𝑂𝑓𝑓𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔1 = 𝑤 ∗ 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡1 + (1 − 𝑤) ∗ 𝑃𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡2 y la 

ecuación: 𝑂𝑓𝑓𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔2 = (1 − 𝑤) ∗ 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡1 + 𝑤 ∗ 𝑃𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡2 para el segundo. Donde 𝑤 es el factor de 

peso constante que se utiliza para calcular nuevos valores (Furqan et al., 2017) 

Link and node biased 

encoding 

Cruce de KruskalRST* 

Cuando se usa esta variante, en un primer paso todos los bordes (𝐸1 ∩ 𝐸2) se incluyen en la descendencia 

𝑇𝑜𝑓𝑓. Luego se completa 𝑇𝑜𝑓𝑓 aplicando KruskalRST a los bordes restantes (𝐸1 ∪ 𝐸2)\(𝐸1 ∩ 𝐸2) 

(Rothlauf, 2006). 

Edge-set encoding 
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Mutación 

Aleatoria 
En la mutación aleatoria controlada, se selecciona una posición aleatoria del cromosoma y el índice de nodo 

correspondiente se reemplaza por un índice de nodo elegido al azar (Párraga-Álava et al., 2017). 
Prüfer number 

Uniforme 

Este operador de mutación reemplaza el genoma, ya sea inferior o superior con destino al azar. Esto puede 

ser usado para los genes enteros y de coma flotante. Por ejemplo, dada una población 𝑝 = {𝑥1, . . ., 𝑥𝑚}, el 

individuo mutado será: 𝑝’ = {𝑥1, . . ., 𝑥𝑘
1, . . ., 𝑥𝑚} donde 𝑥𝑘

1 es el individuo alterado con un valor entre 

rangos mínimos y máximos, usando una distribución uniforme (Jimenez & Chivata, 2017; Sosa et al., 2014) 

Link and node biased 

encoding 

Aleatoria 

El operador de mutación reemplaza aleatoriamente un borde en el árbol de expansión. Este reemplazo se 

puede realizar de dos maneras diferentes. La primera variante del operador de mutación elige aleatoriamente 

un borde que no está presente en 𝑇 y lo incluye en 𝑇. Luego, se elige y elimina aleatoriamente un borde del 

ciclo ("inserción antes de la eliminación"). La segunda variante primero elimina aleatoriamente un borde de 𝑇 

y luego conecta los dos componentes conectados desunidos utilizando un borde aleatorio que no está presente 

en 𝑇 ("eliminación antes de la inserción") (Rothlauf, 2006). La variante que se escogió para ser utilizada en la 

mutación de la representación edge-set encoding es la de eliminación antes de la inserción, debido a una 

mejor comodidad en la codificación. 

Edge-set encoding 

 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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3.2. OBJETIVO 2: IMPLEMENTACIÓN 

Los siguientes son ejemplos de las representaciones aplicadas al algoritmo 

NSGA-II junto con sus operadores evolutivos respectivos: 

Para obtener los valores que tendrían los costos en las aristas al generar los 

grafos de estos ejemplos, se determinó un número de 3 variables por individuo 

con el fin de obtener las respectivas matrices de peso-distancia creadas a partir 

de los siguientes datos:  

Cuadro 3.2. Datos de ejemplo para las variables establecidas 

Población 
Variable 1 Variable 2 Variable 3 

Edad Peso (Kg) Estatura 

Individuo 1 23 65 1,70 

Individuo 2 22 50 1,65 

Individuo 3 21 70 1,80 

Individuo 4 22 47 1,55 

Individuo 5 19 68 1,72 

Individuo 6 18 52 1,60 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

En el cálculo de los valores correspondientes al costo del objetivo 1 y 2 o bien 

valores de las aristas en los grafos, se utilizaron las siguientes fórmulas de 

distancia euclidiana (ecuación 3.1) y de correlación de Pearson (ecuación 3.2) 

de las que se hace mención en la subsección 3.1.1 de este trabajo: 

 Distancia euclidiana: 

𝐷𝐸(𝑥⃗, 𝑦⃗) = √∑(𝑥𝑖  − 𝑦𝑖)2

𝑑

𝑖=1

 

 
 Correlación de Pearson: 

𝑃 (𝑥⃗, 𝑦⃗) =
( ∑ 𝑥𝑖 · 𝑦𝑖 

𝑑
𝑖=1 ) −

( ∑ 𝑥𝑖
𝑑
𝑖=1  ) · ( ∑ 𝑦𝑖 

𝑑
𝑖=1 )

𝑑

√(∑ (𝑥𝑖)2𝑑
𝑖=1 −

( ∑ 𝑥𝑖  )2𝑑
𝑖=1

𝑑
) · (∑ (𝑦𝑖)2𝑑

𝑖=1 −
( ∑ 𝑦𝑖 )2𝑑

𝑖=1

𝑑
)

 

[3.1] 

 

[3.2] 

[3.2] 

 

[3.3] 
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Donde 𝒅 corresponde en este ejemplo al número de variables de cada individuo. 

Y al aplicar dichas fórmulas en los datos del cuadro 3.2, se obtuvieron las 

siguientes matrices de distancia y asociación entre cada uno de sus nodos: 

 

 

Figura 3.6. Matriz de Peso Distancia entre los nodos usando la ecuación 3.1. 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

Figura 3.7. Matriz de Peso Distancia entre los nodos usando la ecuación 3.2. 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 
3.2.1. EJEMPLO CON PRÜFER NUMBER 

Se ha asignado un total de 6 individuos como parámetro para la población inicial 

de padres, que de acuerdo con el diagrama de selección de la figura 3.5, dicha 

población corresponde al conjunto 𝑃𝑡 = 6.  

Para generar los grafos de cada individuo con esta representación, cada 

cromosoma o individuo corresponde a un vector de longitud 𝑛 − 2 elementos, tal 

y como se aprecia a continuación: 
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Figura 3.8. Población Pt (1era generación – ejemplo con Prüfer Number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

La decodificación desde la secuencia de Prüfer de cada individuo a su árbol de 

expansión correspondiente se efectúa de la siguiente manera: 

Individuo 1: 

Se puede observar que la longitud de cada individuo es la misma con 4 

elementos enteros por vector, a partir de una longitud total del código Prüfer de 

𝒏 = 𝟔 de acuerdo con (𝒏– 𝟐 = 𝟒). Con ello entonces se procedió a identificar al 

elemento más pequeño que no estuviera incluido en el código de Prüfer, en el 

caso de este primer individuo, el menor no incluido dentro del total de la longitud 

de enteros (del 1 al 6) es el 5 y al representarlos como dos conjuntos separados 

se obtuvo lo siguiente:  

𝒂 = {𝟏, 2, 3, 4}  →  Conjunto de los elementos iniciales del código 

𝒃 = {𝟓}               →  Conjunto de los menores no incluidos en el código 

 

Figura 3.9. Unión de los primeros nodos del Individuo 1 (ejemplo con Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Para la unión de los nodos se tomaba al primer elemento del conjunto 𝒂, en este 

caso al 1, junto con el último elemento del conjunto 𝒃, o sea el 5. Luego, para 

poder enlazar a los siguientes elementos se eliminaba el primero del conjunto 𝑎, 

es decir, a partir de los conjuntos actualizados: 𝒂 = {𝟐, 3, 4}, 𝒃 = {𝟓}, se volvía a 

identificar al menor no incluido (esta vez de ambos conjuntos). Con lo cual se 

1 2 3 4 
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añadía el nuevo menor no incluido en el conjunto b, quedando como sigue: 𝒂 =

{𝟐, 3, 4}, 𝒃 = {5, 𝟏}. En la unión del siguiente nodo, el 2 del conjunto 𝒂, se enlazó 

con el elemento 1 del conjunto 𝒃 que ya estaba en el grafo, quedando de la 

siguiente manera: 

 

Figura 3.10. Unión de los siguientes elementos del Individuo 1 (ejemplo con prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Este proceso se realizó hasta el momento en que el conjunto 𝒂 quedara vacío. 

Al hacer esto, el conjunto 𝒃 quedó al final con los siguientes elementos {5, 1, 2, 3}, 

haciendo entonces la última unión de los dos elementos que faltaban, es decir 

aquellos que no estaban incluidos en ninguno de los conjuntos, la unión entre el 

elemento 4 con el 6. Luego de tener generados los grafos, se asignaron los 

pesos correspondientes en cada arista, estos valores fueron tomados de las 

matrices de distancias ya realizadas (euclidiana y Pearson). Para este primer 

individuo, los pesos con su MST-MO respectivo fueron los siguientes: 

 

Figura 3.11. Individuo 1 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

La generación de los siguientes grafos se realizó siguiendo el mismo proceso. 

Se muestra a continuación el resultado de cada individuo (Figura 3.12 a la 3.16): 
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Figura 3.12. Individuo 2 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

Figura 3.13. Individuo 3 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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Figura 3.14. Individuo 4 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

Figura 3.15. Individuo 5 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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Figura 3.16. Individuo 6 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

3.2.1.1. FUNCIÓN OBJETIVO Y DOMINANCIA DE PARETO 

Para determinar las funciones objetivo que tendría cada individuo se procedió a 

sumar cada uno de los pesos de las aristas. Por un lado, los pesos que se 

obtuvieron de la matriz euclidiana y por otro los que se obtuvieron de la matriz 

de Pearson tal y como se muestra a continuación:  

Sumatoria de la Función Objetivo 1 del individuo 1: 

∑ 𝐹1 = 5 + 15.03 + 20.03 + 23.02 + 6.40 = 𝟔𝟗. 𝟒𝟖 

Sumatoria de la Función Objetivo 2 del individuo 1: 

∑ 𝐹2 = 1 + 1 + 0.99 + 0.98 + 0.99 = 𝟒. 𝟗𝟓 

La razón de sumar ambos objetivos por separado es debido a que se está 

trabajando con optimización multiobjetivo, en este caso con dos objetivos, los 

cuales se necesitan para ser clasificados luego con el ranking Pareto.  



31 
 

Por lo tanto, la sumatoria de todos los pesos por cada individuo fue la siguiente: 

Cuadro 3.3. Valores de las funciones objetivo población Pt (1era generación – ejemplo con Prüfer number). 

Población F1 F2 

Individuo 1 69,48 4,95 

Individuo 2 93,22 4,94 

Individuo 3 92,58 4,95 

Individuo 4 63,38 4,96 

Individuo 5 40,88 4,96 

Individuo 6 63,59 4,96 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Para determinar la dominancia que tendría cada solución sobre las demás, se 

consideraron las dos reglas ya mencionadas en la figura 3.4 acerca de la 

dominancia de Pareto. Obteniendo entonces lo siguiente: 

Cuadro 3.4. Ranking Pareto de la población Pt (1era generación – ejemplo con Prüfer number). 

Población F1 F2 Ranking Pareto 

Individuo 1 69,48 4,95 1 

Individuo 2 93,22 4,94 1 

Individuo 4 63,38 4,96 1 

Individuo 5 40,88 4,97 1 

Individuo 3 92,58 4,95 2 

Individuo 6 63,59 4,96 2 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Por ejemplo, al comparar a la solución o individuo 1 con el 2 se tiene: En la 

columna del primer objetivo (F1) el individuo 1 es mejor que el 2 debido a que el 

problema con el que se está trabajando es de minimización y el individuo 1 es el 

que tiene menor valor con 69.48. Sin embargo, al considerar la comparación con 

los valores del segundo objetivo (F2), se puede observar en el cuadro anterior 

que precisamente ese individuo 1 no es el menor o mejor. Debido a ello, en este 

caso se considera que dichas soluciones (1 y 2) fueron NO comparables entre 

sí. 

Para saber a qué ranking pertenecería cada individuo, se debía comparar de la 

misma manera con el resto de individuos. Si en algún caso un individuo era 

dominado totalmente por otro, entonces se separaba en grupos, es decir a los 

dominados de los no dominados. Al separarse en grupos se volvían a comparar 

entre los mismos de cada grupo para buscar si entre ellos aparecían nuevamente 
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individuos dominados. La clasificación de rankings de 1 a n se daba de acuerdo 

al número de grupos que surgían, en este caso sólo fueron dos, mismos que se 

pueden visualizar en el gráfico 3.1, colocando en el primer ranking a los que no 

fueron comparables (no dominados) y en el segundo a los dominados. 

 

Gráfico 3.1. Fronteras de Pareto de la población Pt (1era Generación - ejemplo con Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

3.2.1.2. OPERADORES DE SELECCIÓN, CRUCE Y MUTACIÓN 

El siguiente paso fue proceder a la selección de los individuos para su posterior 

cruzamiento y mutación, es decir para generar la siguiente población. Al tener 

aquí más de un objetivo, quien cumple con el papel de “función objetivo” para 

cada individuo es el ranking Pareto. 

Lo que se hizo en la selección binaria por torneo fue escoger de manera aleatoria 

a dos individuos de la población para poder ser comparados de acuerdo a su 

ranking. Siguiendo con el ejemplo, los individuos seleccionados para el primer 

torneo fueron el 4 y el 5, pero como los dos pertenecían al mismo ranking o frente 

de Pareto, se determinó como ganador al individuo 5 debido a que este individuo 

tenía menos soluciones alrededor que el individuo 4, de haber estado en 

diferentes rankings se hubiera preferido al de menor valor.  
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En el segundo torneo aleatoriamente se escogieron al individuo 4 y el 6, y así 

como en el criterio del torneo anterior, se estableció como ganador al 4.  

Para el cruzamiento de los individuos se estableció una probabilidad 𝒑 ≤ 𝟎. 𝟖𝟎 y 

para la mutación 𝒑 ≤ 𝟎. 𝟎𝟓. El operador de cruce se aplicó a cada par de padres 

en cada selección, mientras que el de mutación se aplicó a cada individuo al final 

de cada generación, es decir cuando ya la población (𝑅𝑡) estuviera completa; 

ambos generados de forma aleatoria.  

En esta primera pareja ganadora de individuos se obtuvo una probabilidad de 

cruce de 0.04. Y ya que este valor estaba dentro de los parámetros establecidos, 

se procedió entonces a identificar los respectivos puntos de corte para el 

posterior cruzamiento en la pareja, quedando de la siguiente manera: 

 

Figura 3.17. Puntos de corte para el cruzamiento en individuos de la representación Prüfer number. 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Para determinar qué elementos en los puntos de corte se iban a cruzar y cuáles 

no, se generaron cuatro números aleatorios (cantidad de acuerdo con la longitud 

del vector) entre los valores 0 y 1, tal como lo indica el tipo de cruzamiento n-

puntos de esta representación. Permitiendo realizar el cruce entre los cortes sólo 

a aquellos elementos con 𝑝 ≥ 0.50, y como todos en este caso fueron mayores 

a 0.50, se realizó entonces el cruce de los elementos de la siguiente manera: 

 

Figura 3.18. Proceso de Cruzamiento en los Individuos 4 y 5. 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Obteniendo a los siguientes individuos como los primeros descendientes: 

𝑰𝒏𝒅𝒊𝒗𝒊𝒅𝒖𝒐 𝟕 = {3, 3, 1, 2} e 𝑰𝒏𝒅𝒊𝒗𝒊𝒅𝒖𝒐 𝟖 = {1, 4, 4, 2}, los cuales ahora serían 
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parte de la población 𝑄𝑡 (Figura 3.5). Luego, se generaron otros 4 hijos más 

(Figura 3.19) siguiendo el proceso ya descrito de selección y cruzamiento. Dado 

a que todos los valores para el cruce se establecieron menores a 0.80, a 

continuación, se muestra a los siguientes descendientes que se generaron para 

completar la población 𝑅𝑡 de padres (𝑃𝑡) e hijos (𝑄𝑡): 

 

Figura 3.19. Población Qt (1era generación – ejemplo con Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Cabe mencionar que cuando los valores para el cruce o mutación no se 

encuentran dentro de los parámetros iniciales establecidos, tan sólo se pasan 

los padres seleccionados tal y cómo están. Una vez completada la población 𝑅𝑡, 

se aplicó el operador de mutación en cada individuo, obteniendo lo siguiente: 

 Individuo 1 =   0,68  Individuo 7 = 0,78 

 Individuo 2 = 0,08  Individuo 8 = 0,02 

 Individuo 3 = 0,68  Individuo 9 = 0,89 

 Individuo 4 = 0,95  Individuo 10 = 0,89 

 Individuo 5 = 0,24  Individuo 11 = 0,96 

 Individuo 6 = 0,26  Individuo 12 = 0,35 

 
En esta primera generación de individuos el único que sufrió mutación fue el 

octavo individuo. Dicha mutación es tan sólo el cambio de uno de los elementos 

del individuo por otro elemento generado aleatoriamente. El valor de reemplazo 

para este ejemplo debía estar entre el 1 y el 6 debido a que la longitud total de 

los individuos o del código Prüfer es 𝑛 = 6.  

La posición en que surgió el cambio también fue generada aleatoriamente sin 

sobrepasar la longitud del vector, tal y como se muestra a continuación: 
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Figura 3.20. Proceso de mutación en el Individuo 8. 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Luego de estos pasos, en este ejemplo la población de descendientes 𝑄𝑡 quedó 

con sus respectivos grafos de la siguiente forma: 

 

Figura 3.21. Individuo 7 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

Figura 3.22. Individuo 8 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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Figura 3.23. Individuo 9 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

Figura 3.24. Individuo 10 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

Figura 3.25. Individuo 11 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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Figura 3.26. Individuo 12 (ejemplo con representación Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

El ranking Pareto de la población 𝑅𝑡 junto con sus fronteras respectivas (en el 

que se incluye además el ranking de la población 𝑃𝑡 ordenado y actualizado) es 

el siguiente: 

. 

Gráfico 3.2. Fronteras de Pareto de la población Rt (1era Generación - ejemplo con Prüfer Number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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Cuadro 3.5. Ranking Pareto de la población Rt (1era generación – ejemplo con Prüfer number). 

Población F1 F2 Ranking Pareto 

Individuo 4 63,38 4,96 1 

Individuo 8 39,07 4,97 1 

Individuo 9 65,67 4,95 1 

Individuo 12 83,80 4,94 1 

Individuo 1 69,48 4,95 2 

Individuo 2 93,22 4,94 2 

Individuo 5 40,88 4,97 2 

Individuo 6 63,59 4,96 2 

Individuo 3 92,58 4,95 3 

Individuo 7 50,74 4,97 3 

Individuo 10 59,53 4,98 4 

Individuo 11 72,84 4,97 4 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

3.2.1.3. RESULTADOS EN LA SIGUIENTE GENERACIÓN 

Se muestran a continuación los individuos ganadores en la selección aleatoria 

de la población 𝑅𝑡 (1era generación) para su posterior cruzamiento, y los 

descendientes obtenidos en esta 2da generación (Figura 3.28): 

 

Figura 3.27. Individuos ganadores de la primera generación (ejemplo con Prüfer number).  

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

La probabilidad de cruce para cada par de padres ganadores fue la siguiente: 

 1er Cruce = 0,05 

 2do Cruce = 0,44 

 3er Cruce = 0,71 

 4to Cruce = 0,64 

 5to Cruce = 0,19 

 6to Cruce = 0,17 
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La nueva población 𝑅𝑡 fue la siguiente: 

  

Figura 3.28. Población Rt (2da generación – ejemplo con Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Dependiendo del ranking se podían ir eliminando soluciones de la anterior 

generación. La probabilidad de mutación para cada individuo fue la siguiente: 

 Individuo 1 = 0,74 

 Individuo 2 = 0,72 

 Individuo 3 = 0,46 

 Individuo 4 = 0,46 

 Individuo 5 = 0,61 

 Individuo 6 = 0,12 

 Individuo 7 = 0,73 

 Individuo 8 = 0,99 

 Individuo 9 = 0,11 

 Individuo 10 = 0,69 

 Individuo 11 = 0,37 

 Individuo 12 = 0,27 

Y los resultados del ranking Pareto junto con sus fronteras fueron: 

 

Gráfico 3.3. Fronteras de Pareto de la población Rt (2da generación - ejemplo con Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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Cuadro 3.6. Ranking Pareto de la población Rt (2da generación – ejemplo con Prüfer number). 

Población F1 F2 Ranking Pareto 

Individuo 14 65,71 4,95 1 

Individuo 15 46,58 4,97 1 

Individuo 20 65,71 4,95 1 

Individuo 24 62,32 4,96 1 

Individuo 21 92,55 4,95 2 

Individuo 23 48,36 4,97 2 

Individuo 18 50,74 4,97 3 

Individuo 19 93,25 4,95 3 

Individuo 22 50,74 4,97 3 

Individuo 13 60,20 4,98 4 

Individuo 17 66,69 4,97 4 

Individuo 16 72,84 4,97 5 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

La idea en seguir obteniendo generaciones, es poder ir seleccionando sólo a los 

mejores individuos de cada generación, reemplazado a las peores soluciones 

encontradas por las mejores, teniendo en cuenta que no se excedan el número 

establecido de la población total. Para efectos del ejemplo en esta ocasión se ha 

asumido que este ha sido el ciclo total de generaciones para proceder a realizar 

la selección de las mejores soluciones obtenidas hasta el momento, comparando 

individuos de ambas generaciones y descartando aquellas que pertenecían al 

peor ranking. El resultado final entre ambas generaciones fue el siguiente: 

 

Gráfico 3.4. Fronteras de Pareto de las mejores soluciones obtenidas (ejemplo con Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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Cuadro 3.7. Ranking Pareto de las mejores soluciones obtenidas (ejemplo con Prüfer number). 

Población F1 F2 Ranking Pareto 

Individuo 8 39,07 4,97 1 

Individuo 9 65,67 4,95 1 

Individuo 12 83,80 4,94 1 

Individuo 24 62,32 4,96 1 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Tal y como se muestra el cuadro y gráfico anterior, las soluciones han sido 

seleccionadas tanto de la población original de padres en la primera generación, 

como también de la población de descendientes de la segunda generación. Esto 

con el fin de asegurar que se obtuvieran sólo las mejores soluciones de cada 

ciclo (soluciones con ranking 1) sin haber excedido el número total de la 

población 𝑅𝑡 = 12 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑢𝑜𝑠. Teniendo como mejores soluciones hasta este 

punto a los siguientes individuos: 

 

Figura 3.29. Mejores soluciones obtenidas en dos generaciones (ejemplo con Prüfer number). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Si bien en la figura anterior se aprecia que no se excedió del total de la población 

𝑅𝑡 con tamaño 2N, tampoco se completó las N configuraciones que se debería 

tener en el resultado final, en casos como este lo que se realiza es generar las 

soluciones o individuos faltantes (2 faltantes en este caso) de forma aleatoria. 

 

3.2.2. EJEMPLO CON LINK AND NODE BIASED ENCODING (LNB) 

En esta representación, los parámetros propios del NSGA-II como tamaño de la 

población, tipo de selección de los individuos, probabilidad de cruce, probabilidad 

de mutación y clasificación de acuerdo al ranking Pareto fueron los mismos que 

se establecieron en la representación Prüfer number. Por lo tanto, se procede a 

detallar de manera más directa el funcionamiento de la representación.  
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3.2.2.1. PARÁMETROS PARA LA CONSTRUCCIÓN DE LOS ÁRBOLES 

En el siguiente cuadro se muestran los genotipos aleatorios que se usaron de 

ejemplo para los pesos de los nodos y de enlaces: 

Cuadro 3.8. Genotipos para la población Pt (ejemplo con representación LNB). 

Población Pt Pesos de Nodo Pesos de enlace 

Individuo 1 0.7, 0.5, 0.2, 0.8 0.1, 0.6, 0.2, 0.1, 0.9, 0.3 

Individuo 2 0.96, 0.17, 0.82, 0.71 0.69, 0.47, 0.76, 0.42, 0.16, 0.53 

Individuo 3 0.35, 0.82, 0.59, 0.01 0.89, 0.04, 0.16, 0.8, 0.01, 0.81 

Individuo 4 0.01. 0.33, 0.23, 0.43 0.4, 0.68, 0.52, 0.15, 0.98, 0.48 

Individuo 5 0.17, 0.16, 0.54, 0.75 0.55, 0.08, 0.34, 0.47, 0.92, 0.55 

Individuo 6 0.94, 0.9, 0.03, 0.55 0.05, 0.11, 0.73, 0.69, 0.45, 0.28 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Se estableció un total de 4 nodos por individuo con 𝑃1 = 1 y 𝑃2 = 1. Los valores 

correspondientes a los pesos de nodos y enlaces de cada individuo fueron 

colocados en una matriz de pesos 𝑏𝑖𝑗 tal y como se puede apreciar en la siguiente 

imagen con los datos del individuo 1:  

 
Figura 3.30. Pesos de nodo y enlace del Individuo 1 (ejemplo con la representación LNB). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Debido a que en la función para ponderaciones de nodo y enlace se necesitaban 

datos de una matriz de distancia, se tomaron los valores establecidos en la matriz 

euclidiana (Figura 3.6) y Pearson (Figura 3.7) respectivamente. 

Luego se reemplazaron en la ecuación 2.2 los pesos del individuo 1 y los valores 

de las matrices de distancia originales (Figura 3.6 y 3.7), realizando primero el 

proceso con los datos de la matriz euclidiana: 

𝑑′1,2 = 15.03 + (0.10 ∗ 23.02) +  (0.70 + 0.50) ∗ 23.02 = 44.96 

𝑑′1,3 = 5.39 + (0.60 ∗ 23.02) +  (0.70 + 0.20) ∗ 23.02 = 39.92 

𝑑′1,4 = 18.03 + (0.20 ∗ 23.02) +  (0.70 + 0.80) ∗ 23.02 = 57.16 
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𝑑′
2,3 = 20.03 + (0.10 ∗ 23.02) + (0.50 + 0.20) ∗ 23.02 = 38.45 

𝑑′2,4 = 3.00 + (0.90 ∗ 23.02) + (0.50 + 0.80) ∗ 23.02 = 53.64 

𝑑′3,4 = 23.02 + (0.30 ∗ 23.02) +  (0.20 + 0.80) ∗ 23.02 = 52.95 

Y luego con los datos de la matriz de Pearson: 

𝑑′1,2 = 1.00 + (0.10 ∗ 1.00) +  (0.70 + 0.50) ∗ 1.00 = 2.29 

𝑑′1,3 = 1.00 + (0.60 ∗ 1.00) +  (0.70 + 0.20) ∗ 1.00 = 2.50 

𝑑′1,4 = 0.99 + (0.20 ∗ 1.00) +  (0.70 + 0.80) ∗ 1.00 = 2.69 

𝑑′
2,3 = 0.99 + (0.10 ∗ 1.00) + (0.50 + 0.20) ∗ 1.00 = 1.79 

𝑑′2,4 = 1.00 + (0.90 ∗ 1.00) +  (0.50 + 0.80) ∗ 1.00 = 3.20 

𝑑′3,4 = 0.98 + (0.30 ∗ 1.00) +  (0.20 + 0.80) ∗ 1.00 = 2.28 

Los valores resultantes en dichas operaciones permitieron obtener dos matrices 

de distancia modificadas. Sin embargo, para poder generar el grafo respectivo 

de este individuo se tenía que descartar una de las dos matrices obtenidas, 

debido a que la codificación LNB utiliza para la construcción de sus árboles al 

algoritmo de Prim, el cual para la unión de los elementos de cada individuo 

necesita sólo de una sola matriz y al tener dos se generarían dos grafos, lo cual 

sería algo erróneo ya que estos datos pertenecían sólo a un individuo. 

 

Figura 3.31. Matrices de distancia modificadas del Individuo 1 (ejemplo con representación LNB). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Por lo tanto, para facilitar la construcción de los grafos, se elaboró una tercera 

matriz a partir de las ya existentes, la cual serviría como punto de partida para la 

unión de los nodos utilizando el algoritmo de Prim. En dicha matriz se 

compararon los valores de distancia entre los nodos de las matrices de la figura 

3.31, escogiendo solamente al menor en cada comparación: 
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Figura 3.32. Matriz de distancia modificada del Individuo 1 (ejemplo con representación LNB). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

En la matriz resultante (Figura 3.32) cada fila y columna representaba un nodo, 

y para la construcción del árbol, se realizaba la unión entre un número de fila 

escogido al azar y un número de columna con el menor valor en esa fila. Por 

ejemplo, en la primera fila que representa al nodo 1, el valor menor fue de 2.29 

y ese está en la columna 2; efectuando la primera unión de nodos entre el 

número 1 y el 2. En las siguientes uniones ya no se escogía un número (nodo) 

al azar, sino que se verificaba en las filas de los nodos que ya estaban añadidos, 

seleccionando al que contenía menor valor en sus columnas. Así sucesivamente 

hasta completar n-1 uniones. El grafo resultante de este proceso fue el siguiente:  

 
Figura 3.33. Individuo 1 (ejemplo con representación LNB). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

A partir de aquí se muestran los MST-MO de esta representación desde el 

individuo 2 al individuo 6 (Figuras 3.34 a la 3.38), los cuales se obtuvieron 

realizando el mismo proceso que se hizo con el individuo 1. 

 
Figura 3.34. Individuo 2 (ejemplo con representación LNB). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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Figura 3.35. Individuo 3 (ejemplo con representación LNB). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

 

Figura 3.36. Individuo 4 (ejemplo con representación LNB). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

 

Figura 3.37. Individuo 5 (ejemplo con representación LNB). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

 

Figura 3.38. Individuo 6 (ejemplo con representación LNB). 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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3.2.2.2. OPERADORES DE CRUZAMIENTO Y MUTACIÓN 

La selección de individuos para la segunda generación en esta representación 

se realiza tal y como se hace en la representación Prüfer number, es decir de 

acuerdo a su ranking Pareto. Sin embargo, el operador de cruzamiento que se 

aplica en cada pareja de individuos luego de ser seleccionados se calcula 

siguiendo las ecuaciones de crossover aritmético presentadas en el cuadro 3.1, 

las cuales son precisamente indicadas para trabajar con genotipos que están 

compuestos por valores reales, tal y como es el caso de la representación LNB. 

En estas ecuaciones el factor de peso constante 𝑤 que permite calcular nuevos 

valores se utiliza para medir el porcentaje de los padres que va a tener cada hijo. 

Por ejemplo, al asumir un cruzamiento entre los valores de la matriz resultante 

del individuo 1 (Figura 3.32) con los valores de la matriz resultante del individuo 

2 (Figura 3.34) y estableciendo un valor 𝑤 = 70% para esta pareja, las 

ecuaciones quedarían de la siguiente manera y los nuevos valores generados 

corresponderían a matrices resultantes para la unión de nodos en los hijos: 

𝑂𝑓𝑓𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔1 =  𝟎. 𝟕𝟎 ∗ (2.29, 2.5, 2.69, 1.79, 3.2, 2.28) +

   (1 − 𝟎. 𝟕𝟎) ∗ (2.81, 3.25, 3.42, 2.4, 2.04, 3.04) 

= (1.60,   1.75,   1.88,   1.25,   2.24,   1.6)

+ (0.84,   0.98,   1.03,   0.72,   0.61,   0.91) 

= 𝟐. 𝟒𝟒,   𝟐. 𝟔𝟑,   𝟐. 𝟗𝟏,   𝟏. 𝟗𝟕,   𝟐. 𝟖𝟓,   𝟐. 𝟓𝟏 

𝑂𝑓𝑓𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔2 =  (1 − 𝟎. 𝟕𝟎) ∗ (2.29, 2.5, 2.69, 1.79, 3.2, 2.28) +

𝟎. 𝟕𝟎 ∗ (2.81, 3.25, 3.42, 2.4, 2.04, 3.04) 

= (0.69,   0.75,   0.81,   0.54,   0.96,   0.68)

+ (1.97,   2.28,   2.39,   1.68,   1.43,   2.13) 

= 𝟐. 𝟔𝟔,   𝟑. 𝟎𝟑,   𝟑. 𝟐,   𝟐. 𝟐𝟐,   𝟐. 𝟑𝟗,   𝟐. 𝟖𝟏 

El tipo de mutación que se utilizó aquí es la mutación uniforme, en la cual un 

mismo individuo puede sufrir cambio en más de una posición de sus valores a 

alterar (en su matriz resultante en este caso), y no en una sola posición como en 

Prüfer number. Además, que los valores a reemplazar en dichas posiciones 

seleccionadas al azar, son generados aleatoriamente estableciendo un límite 

máximo y mínimo usando distribución uniforme, dichos límites se establecieron 

con valores entre cero y uno en esta representación.  
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3.2.3. EJEMPLO CON EDGE-SET ENCODING 

Los parámetros propios del NSGA-II para este ejemplo fueron los mismos 

establecidos en los ejemplos de las dos representaciones anteriores. Por ello, se 

explica de manera más directa el funcionamiento de los elementos que se 

necesitan en esta representación: 

A diferencia de las representaciones anteriores para generar los individuos 

iniciales de la población 𝑃𝑡, edge-set encoding utiliza una variación de uno de 

los algoritmos de enfoque mono-objetivo más utilizados (algoritmo de Kruskal) 

este algoritmo funciona de la siguiente manera: 

1. Primero se generan individuos correspondientes a grafos conectados 

completos y se ordenan las aristas del grafo por su peso de menor a 

mayor. Cabe recalcar que los datos trabajados en estos ejemplos fueron 

generados aleatoriamente o calculados a partir de los datos del cuadro 

3.2; sin embargo, para las pruebas realizadas con el software RStudio se 

utilizaron datos reales de expresión génica disponibles en la web.  

2. Se comienza con la arista de menor peso y si los vértices que contienen 

dicha arista no están en el mismo componente conexo, entonces se unen 

para formar un solo componente conexo, es decir Kruskal intenta unir 

cada arista hasta n-1 veces siempre y cuando no se forme un ciclo. 

Los pasos gráficos para el funcionamiento de este algoritmo se muestran en las 

siguientes figuras: 

 

Figura 3.39. Proceso de elaboración de MST a partir de un grafo conectado completo. Paso 1. 

Fuente: (Arias, 2012). 
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Figura 3.40. Proceso de elaboración de MST a partir de un grafo conectado completo. Paso 2. 

Fuente: (Arias, 2012). 
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Figura 3.41. Proceso de elaboración de MST a partir de un grafo conectado completo. Paso 2. 

Fuente: (Arias, 2012). 
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Figura 3.42. Proceso de elaboración de MST a partir de un grafo conectado completo. Paso 2. 

Fuente: (Arias, 2012). 
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Figura 3.43. Proceso de elaboración de MST a partir de un grafo conectado completo. Paso 2. 

Fuente: (Arias, 2012). 

Este último grafo generado representa al MST que se obtuvo de un grafo 

conectado completo, y el proceso descrito corresponde al algoritmo de Kruskal. 

Sin embargo, el algoritmo utilizado aquí en esta representación no fue el de 

Kruskal original sino una variación de este; el de KruskalRST. La diferencia con 

el original es que éste último no ordenaba los bordes de acuerdo a sus pesos en 

las aristas como el de Kruskal original, sino que los elige al azar. Este mismo 

algoritmo (KruskalRST) se utilizó para el cruzamiento en los individuos. Y en la 

mutación, se eliminaba el primer borde en la lista que se realizaba y luego se 

añadía el último encontrado. 

En la siguiente figura se muestra la vista de un script correspondiente a la 

implementación de una de las representaciones aplicadas al NSGA-II en 

RStudio, utilizando bibliotecas de R versión 3.4.0:  



52 
 

 

Figura 3.44. Vista de uno de los scripts principales elaborados en RStudio 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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3.3. OBJETIVO 3: PRUEBAS 

Para los experimentos computacionales se utilizaron las representaciones y 

operadores evolutivos respectivos presentados en el cuadro 3.1. junto con los 

parámetros establecidos en el cuadro 3.9 aplicados al algoritmo NSGA-II en el 

software para análisis estadísticos RStudio. 

Cuadro 3.9. Parámetros del NSGA-II 

Configuración Magnitud 

  

Número de objetivos: 

Tamaño de la población: 

Tamaño del torneo: 

Probabilidad de cruce: 

Probabilidad de la mutación: 

Número de generaciones: 

Número de iteraciones: 

2 

50 

2 

0,80 

0,05 

100 

20 

  
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Por cada representación implementada se llevaron a cabo cuatro conjuntos de 

ejecuciones correspondientes al número de bases de datos utilizadas 

(arabidopsis, cell cycle, sporulation y serum). Los valores de estas bases de 

datos corresponden a datos de expresión génica, los cuales se pueden 

representar como Gráficos Completos (CG) con 133, 384, 472 y 501 nodos, por 

lo que se eliminó de las matrices originales los elementos (genes) duplicados o 

con valores de expresión faltantes. Por lo tanto, cada CG tiene 8.778, 73.536, 

111.156 y 125.250 bordes respectivamente, los valores de dichos bordes se 

utilizaron como costos de los objetivos 𝑐1𝑖,𝑗 y 𝑐2𝑖,𝑗.  

Se aplicó clustering a los datos de expresión génica mencionados, utilizando 

para ello la medida de distancia euclidiana y la correlación de Pearson (ecuación 

3.1 y 3.2), estos datos posteriormente fueron normalizados y transformados para 

disminuir las variaciones que tendrían entre sí al trabajar con ellos y para hacer 

que los cálculos posteriores sean más sencillos. Todas estas configuraciones 

fueron establecidas de acuerdo a trabajos similares mencionados en las 

referencias bibliográficas de esta investigación, debido a los buenos resultados 

que se demostraron con ellas. 
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3.4. OBJETIVO 4: MEJOR ALTERNATIVA 

Las mejores fronteras de Pareto aproximadas de cada representación, obtenidas 

en cada base de datos para casos bi-objetivos según HV fueron las siguientes: 

 

 

Gráfico 3.5. Mejores fronteras de Pareto aproximadas obtenidas en Arabidopsis Thaliana. 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

Gráfico 3.6. Mejores fronteras de Pareto aproximadas obtenidas en Cell Cycle. 
Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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Gráfico 3.7. Mejores fronteras de Pareto aproximadas obtenidas en Sporulation. 
Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

Gráfico 3.8. Mejores fronteras de Pareto aproximadas obtenidas en Serum. 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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3.4.1. CÁLCULOS DE MÉTRICAS (HIPERVOLUMEN) 

Los mejores MST-MO generados de las representaciones en cada base de datos 

se presentan en el Anexo 1, para el efecto se utilizó el IDE RStudio. 

En el cuadro 3.10 se muestran los valores medios de hipervolumen obtenidos de 

los cuadros presentados en el Anexo 2, en los cuales se realizaron 20 

ejecuciones consecutivas de las distintas representaciones por cada base de 

datos. En el cálculo de dichos valores se utilizó (1, 1) como punto de referencia 

normalizado, es decir, todos los valores de las funciones objetivo estuvieron 

dentro del rango [0 − 1] en los bi-objetivos. Y aquellos que obtuvieron un mayor 

valor de hipervolumen significaron mejores soluciones desde un punto de vista 

multiobjetivo. De forma similar, en los gráficos 3.5 al 3.8 se muestran los mejores 

frentes de Pareto de cada representación de acuerdo con el hipervolumen en 

donde las mejores soluciones no dominadas fueron aquellas que estuvieron más 

cerca de los valores mínimos en cada objetivo de los gráficos. 

Cuadro 3.10. Resumen promedio del cálculo de HV en las representaciones por cada base de datos. 

BASES DE DATOS 
REPRESENTACIONES 

Prüfer Number LNB encoding Edge-set encoding 

Arabidopsis 0,0545938086612448 0,956520665992264 0,0045575269805201 

Cell Cycle 0,0493150479810103 0,937933768628762 0,0084032015966041 

Sporulation 0,0788078099334588 0,957823492260757 0,0158584957274975 

Serum 0,0075246661970557 0,984912302776144 0,0011056384537812 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

3.4.2. ANÁLISIS ESTADÍSTICOS 

Por medio del test de Friedman se realizó la comprobación-rechazo de las 

siguientes Hipótesis: 

 H0: El rendimiento de las representaciones cromosómicas es similar. 

 H1: El rendimiento de las representaciones cromosómicas es diferente. 
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Se determinó un nivel de confianza del 95%, el cual según Cardenas (2015) es 

el más utilizado es este tipo de análisis. De acuerdo con esto, cuando la 

significación sea menor a 0,05 es que las dos variables están relacionadas. 

Los resultados obtenidos en las representaciones por cada base de datos para 

esta prueba estadística de diferencias significativas fueron los siguientes: 

Cuadro 3.11. Estadística resumen de Arabidopsis 

Representación hv_media hv_mediana hv_sd hv_min hv_max 

Edge 
0.00455752698

052005 
0.00267900666

007515 
0.00505416830

181569 
0.00078696112

9335193 
0.01992372937

02616 

LNB 
0.95652066599

2264 
0.96069738088

0718 
0.02316172419

55204 
0.89900945363

2752 
1 

Prüfer 
0.05459380866

12447 
0.05408615256

32346 
0.01447661929

46859 
0.02971249456

47199 
0.07824733860

7772 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Cuadro 3.12. Estadística resumen de Cell cycle 

Representación hv_media hv_mediana hv_sd hv_min hv_max 

Edge 
0.00840320159

660413 
0.00787220036

51577 
0.00225283820

524331 
0.00411562277

252953 
0.01256279175

68969 

LNB 
0.93793376862

8762 
0.93682475226

5658 
0.02302634292

71872 
0.89584007197

5036 
0.98504838478

5442 

Prüfer 
0.04931504798

10103 
0.04717008293

25684 
0.01296165363

29977 
0.02636690125

03811 
0.07239193077

42371 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Cuadro 3.13. Estadística resumen de Sporulation 

Representación hv_media hv_mediana hv_sd hv_min hv_max 

Edge 
0.01585849572

74975 
0.01576476226

22192 
0.00386064901

891062 
0.00973243946

991808 
0.02182866617

08118 

LNB 
0.95782349226

0757 
0.95943840112

6032 
0.02016471840

33212 
0.92443733467

545 
0.99463706801

253 

Prüfer 
0.07880780993

34588 
0.07812383335

02551 
0.02211930428

45166 
0.03491033524

64848 
0.11631421687

2299 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Cuadro 3.14. Estadística resumen de Serum 

Representación hv_media hv_mediana hv_sd hv_min hv_max 

Edge 
0.01585849572

74975 
0.01576476226

22192 
0.00386064901

891062 
0.00973243946

991808 
0.02182866617

08118 

LNB 
0.95782349226

0757 
0.95943840112

6032 
0.02016471840

33212 
0.92443733467

545 
0.99463706801

253 

Prüfer 
0.07880780993

34588 
0.07812383335

02551 
0.02211930428

45166 
0.03491033524

64848 
0.11631421687

2299 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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En donde, a partir de los resultados obtenidos en el hipervolumen se calculó: 

media, mediana, desviación estándar, mínimo y máximo de dichos datos. 

Como el valor de 𝒑 fue de 0.01832 < 0.05 en dichos resultados, se rechaza H0, 

es decir que los datos presentan suficiente evidencia para indicar que existe 

diferencia significativa en el rendimiento HV de las representaciones 

cromosómicas. Por lo tanto, para determinar en cuál par de representación 

cromosómica existía diferencia significativa se aplicó el test de Nemenyi. 

Por medio del test de Nemenyi se comprobó la diferencia significativa entre las 

representaciones LNB y edge, para lo cual en el experimento se incluyó a los 

tres pares de comparaciones mostradas en el cuadro siguiente: 

Cuadro 3.15. Resultados en las diferencias significativas según post hoc test (Nemenyi) 

Pares de Representaciones Resultado  ¿Existe diferencia significativa? 

Prüfer – LNB 0.333 → NO 

Prüfer – Edge 0.333 → NO 

LNB – Edge 0.013 → SI 
 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 

 

 

 

 

 



CAPÍTULO IV. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

4.1. CONCLUSIONES 

 En este trabajo de titulación se identificó a LNB encoding como la mejor 

alternativa de representación cromosómica que mejorara el rendimiento del 

algoritmo NSGA-II en términos multiobjetivo para el problema del MST-MO. 

 Por medio del método bibliográfico se permitió recabar la información 

necesaria sobre la problemática expuesta y las alternativas que se 

recomiendan utilizar en investigaciones previas para su solución. 

 La elaboración de informes acerca de la comprensión de cada una de las 

temáticas involucradas en este trabajo de investigación, facilitó la posterior 

codificación de las representaciones (Prüfer number, link and node biased 

encoding y edge-set encoding) en el software RStudio. Con esto también, se 

permitió contribuir a los futuros investigadores que deseen continuar con la 

exploración y mejora del algoritmo NSGA-II, debido a que no en todas las 

representaciones existen estudios actuales suficientes como fue el caso de 

la representación link and node biased encoding (LNB). 

 Con el fin de trabajar con datos reales en los experimentos computacionales, 

se utilizaron cuatro bases de datos distintas (arabidopsis, cell cycle, 

sporulation y serum), mismas que se encuentran disponibles en la web y que 

corresponden a datos de expresión génica. Los parámetros o instancias de 

prueba fueron implementados de acuerdo con configuraciones similares 

utilizadas en algunas de las fuentes bibliográficas previamente consultadas 

en este trabajo de titulación. Empleando para el efecto, librerías del lenguaje 

de programación R versión 3.4.0 a través del IDE RStudio versiones 1.1.463 

y 1.2.1335, por motivo de que las ejecuciones fueron realizadas en diferentes 

máquinas con distintas versiones del software. 

 Para determinar cuál de las representaciones sería la alternativa que tuviese 

mejor rendimiento en términos multiobjetivo, se utilizó el indicador de 

hipervolumen que es una métrica de desempeño multiobjetivo muy utilizada 

en este tipo de evaluaciones. A partir del cálculo de esta métrica se pudo 

determinar que la representación LNB fue la mejor alternativa, debido a que 
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en esta representación se obtuvieron los valores más altos desde el punto de 

referencia establecido (1, 1); los cuales se pueden visualizar en el cuadro 

3.10. Además, de que gráficamente también se demuestran las mejores 

fronteras de Pareto de las representaciones por cada base de datos en los 

gráficos 3.5 al 3.8; donde claramente se observa que LNB posee las fronteras 

de Pareto con las soluciones más cercanas al punto (0, 0) que es considerado 

como el punto óptimo para problemas de minimización. Del mismo modo, los 

análisis estadísticos por medio de los test de Friedman y Nemenyi 

demostraron que la mejor representación cromosómica fue la de LNB debido 

a que tuvo diferencia significativa con la representación edge-set encoding 

en los valores promedios obtenidos del hipervolumen. 

 

4.2. RECOMENDACIONES 

 A los futuros investigadores que documenten sus investigaciones para una 

mejor comprensión de la información en trabajos similares. 

 Se recomienda utilizar computadores de gama media o alta con un sistema 

operativo basado en Linux cuando se trabaje con bastantes datos en RStudio, 

ya que estos SO se distinguen de otros por su estabilidad al momento de 

ejecutar gran cantidad de procesos al mismo tiempo. También se sugiere que 

los ordenadores posean las siguientes características principales mínimas: 

procesador i5 7ma generación o superior, RAM 8GB o más. 

 A futuros investigadores, cuando trabajen con grandes cantidades de datos 

se les recomienda hacer los experimentos computacionales respectivos 

conforme vayan realizando el código fuente y obteniendo las bases de datos 

con las que vayan a trabajar, es decir se recomienda ejecutar los códigos lo 

más pronto posible para así evitar posibles atrasos en los proyectos. Además, 

se recomienda normalizar las bases de datos para facilitar su posterior 

manipulación. 

 En este trabajo de titulación sólo fue necesario utilizar una métrica de 

desempeño multiobjetivo debido a que no se presentaron cruces entre las 

fronteras de Pareto resultantes de cada representación, pero si éste hubiese 
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sido el caso, se habría visto en la necesidad de utilizar otras métricas 

adicionales a la de Hipervolumen para evaluar las representaciones. Por lo 

tanto, si éste llega a ser el caso de los proyectos futuros, se recomienda 

utilizar las métricas de Cobertura y Distancia Generacional. 
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ANEXO 1. MEJORES MST-MO DE CADA REPRESENTACIÓN 

Representación: Edge – BD: Arabidopsis 

Costo 1: 76.1 - Costo 2: 49.6 
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Representación: Edge – BD: Cell cycle 

Costo 1: 226.4 - Costo 2: 216.1 

 

 



69 
 

Representación: Edge – BD: Sporulation 

Costo 1: 269.4 - Costo 2: 169.2 
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Representación: Edge – BD: Serum 

Costo 1: 302.7 - Costo 2: 219 
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Representación: LNB – BD: Arabidopsis 

Costo 1: 47.4 - Costo 2: 20.1 
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Representación: LNB – BD: Cell cycle 

Costo 1: 156.9 - Costo 2: 78.2 
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Representación: LNB – BD: Sporulation 

Costo 1: 169.9 - Costo 2: 33.9 
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Representación: LNB – BD: Serum  
Costo 1: 145.7 - Costo 2: 56.4 
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Representación: Prüfer Number – BD: Arabidopsis 

Costo 1: 72 - Costo 2: 44.3  
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Representación: Prüfer Number – BD: Cell Cycle 

Costo 1: 226 - Costo 2: 211.1  
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Representación: Prüfer Number – BD: Sporulation 

Costo 1: 269.2 - Costo 2: 199.2  
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Representación: Prüfer Number – BD: Serum 

Costo 1: 294.1 - Costo 2: 208.9  
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ANEXO 2. HV COMPLETO DE CADA BASE DE DATOS 

Cuadro 3.16. Hipervolumen completo de Arabidopsis 

ITERACIÓN 
VALORES HV DE LAS REPRESENTACIONES 

Prüfer LNB Edge 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

0,0555431707538925 
0,0682092280056378 
0,0383946971668106 
0,078247338607772 

0,0493034855214259 
0,0409377440520326 
0,057067123986436 

0,0744952495649453 
0,0345921050677923 
0,0386607301952065 
0,0699484822093966 
0,0563993620109798 
0,0474727831762307 
0,0736536317342247 
0,0297124945647199 
0,0450397242289228 
0,0729370110846146 
0,0545765431310554 
0,0535957619954138 
0,0530895061673852 

0,899009453632752 
1 

0,927854670686287 
0,963105430169142 
0,946836513728086 
0,958289331592295 
0,946832515510804 
0,938651323228852 
0,969699822453435 
0,970544200674121 
0,974975649420899 
0,971663323569843 
0,935647665262563 
0,978297419382425 
0,934954291025383 
0,964411081789289 
0,977419065666826 
0,980525616600617 
0,945022518943127 
0,946673426508536 

0,000799431268573055 
0,00111793125294291 
0,00124947775038285 
0,00411772608880829 
0,0153700933065181 

0,00134910171465429 
0,00318045331144871 

0,000786961129335193 
0,00682092977669497 
0,00156814866977484 
0,00643484737247595 
0,00231139354170067 
0,00666170116077315 
0,00688698211488348 
0,0199237293702616 

0,000891479813820219 
0,000791898218391311 
0,00559734892753443 
0,00304661977844964 
0,0022442850429773 

 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Cuadro 3.17. Hipervolumen completo de Cell cycle 

ITERACIÓN 
VALORES HV DE LAS REPRESENTACIONES 

Prüfer LNB Edge 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

0,0263669012503811 
0,0362843178854165 
0,0318389748651853 
0,0581886521762857 
0,0540831039484553 
0,0477882726062541 
0,044447768614727 

0,0462593179038432 
0,0707172996471175 
0,053355746888677 

0,0292200821218005 
0,071037180306131 

0,0723919307742371 
0,0547162672097293 
0,0449858378178025 
0,0474518064248195 
0,0451725637227392 
0,0468883594403173 
0,0464121532831896 
0,0586944227330969 

0,917657268650559 
0,944692742409351 
0,895840071975036 
0,952225549720191 
0,936832973689619 

0,9433574733105 
0,936816530841697 
0,969963588933021 
0,916343399924282 
0,914001467704905 
0,931083605028212 
0,911002152894329 
0,964262067651491 
0,943051154106586 
0,985048384785442 

0,9752257706503 
0,926046106331737 
0,927253821964799 
0,925160661366874 
0,942810580636314 

0,00638860724452141 
0,0125627917568969 

0,00715910142561613 
0,00974231612280405 
0,00411562277252953 
0,00710189280144398 
0,0122987772516874 
0,0114799502140186 
0,0069026662520537 

0,00576259825548198 
0,0109824241898418 

0,00915781663228906 
0,00890978377913451 
0,00769762622426038 
0,00841128916249829 

0,010195666500823 
0,0071706882595233 

0,00767770611775816 
0,00804677450605501 
0,00629993246284549 

 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 
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Cuadro 3.18. Hipervolumen completo de Sporulation 

ITERACIÓN 
VALORES HV DE LAS REPRESENTACIONES 

Prüfer LNB Edge 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

0,066870524592029 
0,095270651697844 
0,069974974266621 

0,0763479341514574 
0,0965582543695889 
0,0728729473779762 

0,10552936027505 
0,0756500914491053 
0,0798997325490529 
0,0361324539606554 
0,0695093458515142 
0,0987390157159848 
0,0924961257555687 
0,0685335944777737 
0,116314216872299 

0,0441004031073604 
0,0946557214613009 
0,0955529061185957 
0,0862376093729142 
0,0349103352464848 

0,927997906942251 
0,981746183753532 
0,99463706801253 

0,931972138834652 
0,97349185665937 

0,973042291739399 
0,973731553629986 
0,941428759047206 
0,959310533437272 
0,92443733467545 

0,929997982049667 
0,937139340638401 
0,972690581650645 
0,970483366141042 
0,958354323238502 
0,972897342215054 
0,959566268814791 
0,971739523455683 
0,954151871320049 
0,94765361895965 

0,0107694818513778 
0,0140810990317673 
0,018294431011256 

0,0144206601498514 
0,0216074650286625 
0,0158110997337118 

0,00973243946991808 
0,0115197350722563 
0,0174230445385718 
0,015986335324559 

0,0157184247907266 
0,0183739234037403 
0,0129660796438205 
0,0136978249173485 
0,0197705497754377 

0,02182715234343 
0,0195920900849225 
0,0130202142416936 
0,0218286661708118 
0,010729197966087 

 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

Cuadro 3.19. Hipervolumen completo de Serum 

ITERACIÓN 
VALORES HV DE LAS REPRESENTACIONES 

Prüfer LNB Edge 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

0,0120674892415259 
0,00603927954239832 
0,00943222108810682 
0,00539152491125389 
0,0121186054656908 
0,0126697661199724 

0,00658349810390748 
0,00427044410015003 
0,00725360102665162 
0,00437845526011885 
0,00357948564610004 
0,0106739077720186 

0,00762060001640166 
0,00732792915335887 
0,00590876124289876 
0,00836241547980962 
0,00865810511964181 
0,00313940397510938 
0,00772750801777407 
0,00729032265822517 

0,983707564675148 
0,988694750871047 
0,982307633534601 
0,982293205364636 
0,974755877214112 
0,988147210684199 
0,999411873685661 
0,977937050524368 
0,974210348740777 
0,985160749115467 
0,997646879280928 
0,963523065083062 
0,970076625327299 
0,980387596085993 
0,994492763593557 
0,987266149241991 
0,988637117059413 
0,987496091288175 
0,995867988064271 
0,996225516088183 

0,00117189421149399 
0 

0,000157398826327731 
0,00124620626937259 
0,00103922342468314 

0,000141939430957018 
0,00206725733657296 

0,000111885231067708 
0,00182761463322773 

0,000309278526341712 
0,00238465724298254 
0,00252481131111705 
0,00331413638871646 

0,0000645847003896953 
0,00163128828502842 

0,000361324779201473 
0,00151255542453339 
0,00111291485212561 

0,000137036135239641 
0,00099676206624571 

 

Fuente: (Elaboración propia, 2019). 

 


